KOMPLEKSNA ANALIZA

Pavle Pandzié, 12. predavanje

Prisjetimo se:
Prosli smo put dokazali Riemannov Teorem o preslikavanju koris-
te¢i Montelov teorem i Hurwitzov teorem.

Danas ¢éemo dokazati ta dva teorema, a takoder i Arzela-Ascolijev
teorem kojeg ¢emo koristiti za dokaz Montelovog teorema.

Osim dokaza koji je na svoju web stranicu postavio Ved V. Datar,

https:/ /math.berkeley.edu/~vvdatar/m185f16 /notes/
Riemann_Mapping.pdf

danas ¢emo koristiti i materijale koje je na svoju web stranicu pos-
tavio Robert Oeckl:

https:/ /www.matmor.unam.mx/ ~robert/cur/2010-1
Definicija: familija funkcija ograni¢ena po tockama

Neka je F familija neprekidnih funkcija na topoloskom prostoru
X. Ovdje i ubuduce sve funkcije imaju za kodomenu C.

Familija F je ogranicena po tockama ako za svaki x € X postoji
konstanta M > 0, tako da je

If(x)] < M, VfeF.

Definicija: lokalno ekvikontinuirana familija funkcija

Neka je F familija neprekidnih funkcija na topoloskom prostoru
X.

Familija F je lokalno ekvikontinuirana ako za svaki x € X i za svaki
€ > 0 postoji otvorena okolina U od x takva da je

fy)—f(z)| <e, VfeF, Vyzel

Definicija: normalna familija funkcija

Neka je F familija neprekidnih funkcija na topoloskom prostoru
X.

Familija F je normalna ako svaki niz u F ima podniz koji konver-
gira lokalno uniformno na X (tj. uniformno na svim kompaktnim
podskupovima od X).

Arzela-Ascolijev teorem

Neka je X separabilan topoloski prostor, tj. topoloski prostor koji
ima gust prebrojiv podskup.

Neka je F familija neprekidnih funkcija na X koja je ogranicena
po to¢kama i lokalno ekvikontinuirana.



Tada je F normalna familija.

Dokaz
Neka je (fn)nen niz u F. Treba dokazati da niz (f,;) ima podniz
koji konvergira lokalno uniformno na X.

Koristiti ¢emo o¢iti nacin da podnizove zadanog niza zadajemo
pomocu beskona¢nih podskupovova od IN.

Neka je (xx)ren niz toCaka koji je gust u X; takav postoji zbog
separabilnosti.

Definiramo Ny = NN i induktivno Ny C Ny_1, k € N, na slje-
deci nac¢in. Niz (f;(xk))nen, , je ograni¢en zbog pretpostavke da je
familija F ogranifena po to¢kama.

Zato postoji konvergentan podniz tog niza. Neka je taj podniz
zadan skupom Ny C Ni_.

Na taj nac¢in smo dobili niz beskona¢nih podskupova od IN,
N=Ng2N, 2N, D...
Sada promotrimo strogo rastuci niz (1) N prirodnih brojeva de-
finiran tako da je n, ¢-ti element skupa Nj.
Otito je niz (fu, (x))ren konvergentan za svaki k € IN.

Neka je sada K kompaktan podskup od X i neka je € > 0. Buduéi
da je familija F lokalno ekvikontinuirana, svaki 4 € K ima okolinu
U, C X takvu da vrijedi

f()—fl<e  YVfeF Vaye U

Bududi da je skup K kompaktan, i da svi U,, a € K, ¢ine otvoren
pokrivac za K, postoje ay, . ..,a, € K takvi da Uy, . .., Uy, pokrivaju
K.

Bududi da je niz (x;)ren gust u X, za svaki j € {1,...,m} postoji
ki € N takav da je Xy, € Ua;-

Niz (fn;;(xkj))ﬂeJN konvergira za svaki j € {1,...,m}, pajeiCauc-
hyjev. Zato postoji £y € IN takav da vrijedi

|fni(xk].) —fn((xkj)| <€, Vi 0 >ty Vje{1,...,m}.

Fiksirajmo sada p € K. Tadaje p € Uy zaneki j € {1,...,m}.
Zato za i,{ > { vrijedi

[fni(P) = fur (P < 1 fns (P) = fns (i) ) - L fos (k) — iy ()|
+ | fag (%) = fu, (P)] < 3e.
To povlati da niz (fy,)sen konvergira uniformno na K. O

Definicija: lokalno uniformno ogranic¢ena familija funkcija
Neka je F familija neprekidnih funkcija na topoloskom prostoru
X.



Familija F je lokalno uniformno ogranicena ako za svaki x € X pos-
toji otvorena okolina U i konstanta M > 0, tako da je

If(y)] <M, VfeF, vyel.

Ocito, lokalno uniformna ograni¢enost povlac¢i ograni¢enost po
tockama.

Montelov teorem
Neka je F familija holomorfnih funkcija na podrudju (2 C C.

Ako je F lokalno uniformno ograni¢ena, onda je / normalna.

Dokaz
Dovoljno je dokazati da je familija F lokalno ekvikontinuirana;
tada ce tvrdnja slijediti iz Arzela-Ascolijevog teorema.

Neka je zg € (Y ineka je € > 0. Bududi da je F lokalno uniformno
ogranicena, postoje konstante M > 0ir > 0 takve da je K(z9,2r) C Q
idaje

|f(z)] < M, Vf € F, Vz € K(z,2r).

Prema Cauchyjevoj integralnoj formuli, Vf € F iVz, w € K(zg,2r)

vrijedi

f&) = fw) =g [ ( 19 _ g(_%) a

_z-w _f@
271 Js(z2r) (§—2)(§ — w)

dc.

Ako se ograni¢imo na z,w € K(zp,r), onda je
(C—z)(f—w)|>7*, V€ S(z0,2r).
Sada fundamentalna ocjena integrala povlaci

2|z — w| 2lz—wM
F2) = flw) < L max (7@ < 22

Slijedi da za 6 = min(r, {3;) dobivamo
If(z) — f(w)] <e  Vz,w e K(zp,6)

$to dokazuje lokalnu ekvikontinuiranost i zavrSava dokaz. O

Hurwitzov teorem
Neka je (2 C C podrugje.

Neka je f, : Q — C niz holomorfnih injektivnih funkcija koje
konvergiraju prema F : () — C lokalno uniformno na Q).

Tada je F ili injektivna funkcija ili konstanta.

Dokaz

Pretpostavimo suprotno, tj. da F nije niti konstanta niti injektivna.
Tada za neki w € C postoje a,b € O, a # b, takvi da je F(a) = F(b) =
w.



Neka je w, = fu(a); tada w, — w.

Bududi da F nije konstanta, a () je podrugje, Princip jedinstvenosti
povladi da je b izolirana nultotka funkcije z — F(z) — w, pa postoji
r > 0 takav da je

F(z) # w, Vz € K*(b,r).

Posebno, a ¢ K(b,r). Bududi da je f, injektivna funkcija za svaki
n, slijedi da funkcija z — f;(z) — w, nema nulto¢aka u K(b,r), jer je
jedina nultocka te funkcije a.

Dakle Princip argumenta primijenjen na funkciju z — f,(z) — wy

1 fu(0) _
27i /sw,r) fu(Z) — wn =0

Bududi da f,;, — F lokalno uniformno, vrijedi da

povladi

ful@) = F(@); fa(Q) —wn — F(Q) —w
uniformno na K(b, 7).

Iz toga slijedi da i integral konvergira, pa je

1 F'(7) _
27ti /saz,r) Q-

Medutim, po Principu argumenta taj je izraz jednak broju nulto-
¢aka funkcije { — F({) — w u krugu K(b, r) (racunajuéi kratnosti), a
taj je broj najmanje 1 jer je F(b) = w.

To je kontradikcija pa je teorem dokazan. O



